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OF DIFFERENCE BETWEEN AVERAGE VALUES
IN PRECIPITATION SERIES

Opady atmosferyczne sa jednym z najbardziej zmiennych w czasie i przestrzeni
elementéw klimatu. Zakres wahan sum opadéw, bez wzgledu na rozdzielczos¢
czasowg i strefe klimatyczng, jest bardzo duzy (Prokop, 2006). Na przyktad, w Pol-
sce opady dobowe dochodza do 300 mm, wigkszo$¢ sum jednak osiaga wartosc
do 5 mm (Olechnowicz-Bobrowska, 1970; Twardosz, 2007). W zwiazku z tym ze
statystycznego punktu widzenia opady cechuja si¢ silng asymetrig rozkladu praw-
dopodobienistwa opisujacego ich wielkos¢. Dodatnia asymetria (sko$nos¢, wspol-
czynnik y,) rozktadu wynika z oczywistej cechy opadéw, iz nie przyjmuja one
wartosci ujemnych. Stopien tej asymetrii zwigksza si¢ wraz ze skracaniem okresu
sumowania opadéw, wtedy, gdy prawdopodobienstwo braku opadu w przyjetej
jednostce czasu jest wyraznie wieksze od zera. W przypadku opadéw dobowych
obserwujemy silng asymetrie, natomiast juz w miesiecznych prawdopodobienistwo
braku opadu jest znikome, co wiecej, suma opadu jest suma wielu niezaleznych
zdarzen opadowych, co — zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym rachunku
prawdopodobienstwa — powoduje, ze rozklad prawdopodobienstwa sum opadu
bedzie zblizony do rozktadu normalnego. Tak wiec w sumach rocznych asymetria

Prz. Geof. LVI, 1-2 (2011)



82 R. Twardosz, A. Walanus

jest najczesciej niewielka i opady maja rozktad zblizony do normalnego (Kozu-
chowski, 1985; Twardosz, 2007). Oznacza to m.in., ze prawdopodobienstwo poja-
wienia sie sumy rocznej mniejszej lub wiekszej od $redniej jest takie samo. Zmien-
nos$¢ opadéw dobowych jest niezwykle duza. Zdarza sie, ze w niektorych
miesigcach maksymalne dobowe sumy opaddéw przekraczaja nawet $rednie sumy
miesieczne. W badaniach klimatologicznych czesto bada si¢ $rednie sumy opadow
w porach roku lub typach cyrkulacji (Ustrnul, Czekierda, 2000; Twardosz, 2005;
Swiatek, 2009), ale nie zawsze dokonuje sie oceny istotnosci roéznicy $rednich
sum. Stosowanie standardowego testu t Studenta wymaga spelnienia zalozenia
o normalnosci rozkladéw obu serii danych opadowych.

W pracy zaproponowane sa dwa odmienne sposoby rozwigzania problemu
testowania istotnosci réznic $rednich opadéw w przypadku istotnej asymetrii
rozkladéw. Pierwszy z nich polega na transformacji danych za pomocg stosowa-
nego w statystyce przeksztalcenia Boxa-Coxa. Drugie podejscie polega na zasto-
sowaniu testéw istotnoéci niezaleznych od rozkladu. Zaproponowano trzy takie
testy: test serii Walda-Wolfowitza, test sum rang U Manna-Whitney’a i test zgod-
nosci Kolmogorowa-Smirnowa. Wszystkie testy sg zilustrowane przyktadami zre-
alizowanymi za pomocg standardowych formul arkusza MS Excel. Formuly te sg
praktycznie niezalezne od wersji programu, jedynie wyglad zamieszczonych ,,zrzu-
téw z ekranu” moze by¢ w nowszych wersjach nieco inny, co nie ma oczywiscie
zadnego merytorycznego znaczenia.

Przykiady obliczen pokazano na podstawie sekularnej serii obserwacji opadu
w Krakowie oraz typéw cyrkulacji w Polsce Potudniowej T. Niedzwiedzia (1981,
2010). Wykorzystano dobowe sumy opadéw oraz informacje o postaci i typie
opadéw atmosferycznych z lat 1863-2008. Na ich podstawie wydzielono sumy
opadéw cieklych i $nieznych oraz mieszanych i burzowych w podziale na typy
cyrkulacji, przy jakich te opady wystepowaly.

Wspoélczynnik skosnosci jako charakterystyka
rozkladu sum opadéw

Wysoko$¢ (suma) opadu jest wielkoécig z natury niesymetryczng, co wynika
z faktu, Ze nie przyjmuje wartoéci ujemnych, a nie ma ograniczenia po stronie
wartoéci dodatnich. Miarg asymetrii (sko$nos$ci) rozkladu zmiennej losowej jest
wspoéliczynnik skosnosci, zdefiniowany jako moment centralny rzedu trzeciego,
unormowany przez moment centralny rzedu drugiego (wariancje). Wspdtczynnik
sko$nodci, oznaczany w statystyce czgsto przez y, jest wielko$cig niemianowana,
niezalezng od skali zmiennej losowej. Przyjmuje on warto$ci dodatnie i ujemne.
Rozklady opadéw cechuja sie dodatnim wspolczynnikiem sko$nosci, czyli maja
asymetrie prawostronng, a wiec w serii pomiarowej jest wiele warto$ci matych
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i niewiele bardzo duzych, ktére jednak , przeciagaja na swoja strone” srednia. Na
przyktad, seria zawierajaca 20 jedynek i jedng dwojke ma y, = 4,6, natomiast przy
pigciu dwdjkach i jednej jedynce jest to juz tylko y, = 1,6. Oczywiscie przy réwnej
liczbie jedynek i dwdjek y, = 0. Rozkiad normalny, jak kazdy rozktad symetryczny,
ma sko$nos¢ zerowa, sko$nos¢ rozktadu wyktadniczego natomiast wynosi 2.

Estymator wspélczynnika sko$nosci jest tatwy do obliczenia w zasadzie nawet
za pomoca kalkulatora. W MS Excel do jego obliczania stuzy funkcja SKOSNOSC.
Majac obliczony wspolczynnik sko$noéci dla danej serii pomiarowej, trzeba sobie
postawi¢ pytanie, czy jest on istotnie rézny od zera. Odpowiedzi tatwo udzieli¢,
znajac nastepujacy wzor na odchylenie standardowe estymatora wspoélczynnika
skoénosci: o= (6/n)'2, gdzie n jest liczebnoscia serii. Wzoru tego nie ma w Excelu,
wprowadzenie go jako formuly jest jednak bardzo tatwe. Na przykltad, we wspo-
mnianym juz przyktadzie, gdzie 20 razy ,,opad” wynosit 1, a 5 razy 2, y, = 1,6+0,49.
Estymator wspoiczynnika sko$noéci ma rozktad normalny przy duzych n, jednak
réwniez przy n=25 mozna postuzy¢ si¢ w przyblizeniu rozkltadem normalnym,
ktory w przypadku odchylki od zera (1,6) ponad trzykrotnie wiekszej od niepew-
nosci (0,49) kaze odrzuci¢ hipotez¢ o braku skoénosci (y,=0), czyli o symetrii
rozktadu.

Testowanie réwnosci $rednich w przypadku
rozkladu normalnego

Jak juz wspomniano we wstepie, sumy opadéw z diuzszych okreséw podlegaja
rozkladowi normalnemu, przynajmniej w zadowalajacym przyblizeniu. W takiej
sytuacji standardowym testem réwnosci $rednich jest test oparty na statystyce ¢
Studenta. Warto przypomnie¢, ze test ten stuzy do poréwnania $rednich w dwoéch
grupach wynikéw niekoniecznie bedacych szeregami czasowymi.

Na rysunku 1 wida¢, jak tatwo jest zastosowad ten test w arkuszu MS Excel.
Stuzy do tego funkcja TEST.T, ktérej wynikiem jest p-warto$¢, ktora, jezeli jest
mniejsza od standardowej wartosci poziomu istotnosci a = 0,05, to oznacza to
podstawe do odrzucenia hipotezy o réwnosci wartosci oczekiwanych w analizo-
wanych seriach pomiarowych. Komentarza wymagaja jedynie dwa parametry funk-
¢ji TEST.T, ktére w przyktadzie na rys. 1 obydwa maja wartos$¢ 2 (jest to przypa-
dek najczestszy). Pierwszy z tych parametréw, nazywany blednie w polskojezycznym
Excelu parametrem ,$lad” (ang. Tails! — ogony), informuje program, czy jeste$my
zainteresowani testem jedno czy dwustronnym. Jest to wazne zagadnienie, zmie-
niajace p-warto$¢ dwukrotnie. Test jednostronny stosuje sie wtedy, gdy wiadomo,
ze jedna z serii moze mie¢ $rednig wyltacznie wieksza (mniejsza) od drugiej serii.
Taka niezalezna wiedza skutkuje wieksza mocg testu. W przypadku pytania, czy
$rednie sa w ogole rézne czy réwne, wartoscig parametru powinno by¢ 2 . Drugi
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parametr okres$la typ testu, przy czym dostepne sa 3 typy: 1 — sparowany, 2 —
z jednakowym odchyleniem standardowym w obu proébach, 3 — z r6znymi odchy-
leniami (brak wiedzy, czy sa réwne). Pierwszy typ, czesty w badaniach medycz-
nych, w klimatologii ma mniejsze zastosowanie. Trzeba tu mie¢ serie par
wartosci, co do ktoérych zachodzi przypuszczenie, ze systematycznie pierwsza
warto$¢ jest mniejsza (wieksza). Zagadnienie réwnosci odchylen standardowych
(wariancji) jest natomiast bardzo aktualne w badaniach klimatycznych. Posiadanie
wiedzy o réwnosci wariancji (2) poprawia moc testu. Jezeli jednak zachodzi przy-
puszczenie, ze $rednie w dwoch seriach opadowych sg takie same, to mozna tez
domniemywa¢, ze rozklady opadow sa takie same, a wiec tym bardziej wariancje
sa takie same. Wydaje si¢ wiec, ze przypadek ten bedzie mial czeste zastosowanie.
Typ 3. testu stosuje si¢, gdy nic nie wiadomo o wariancjach obu serii, a w szcze-
golnodci, jezeli test F (dostepny w Excelu) kazal odrzuci¢ hipoteze o réwnosci
wariancji.

C1 - £ =TEST.T(A1:A24;B1:820,2;2)
A | B C b | E | F ]
1 25 44] 02011421
2| 3|/ 42
3| 420 49
4| 17 39
5 38 30

Rys. 1. Fragment arkusza MS Excel z testem t Studenta réwnosci $rednich. Wynik to p-warto$¢, widoczna
warto$¢ 0,2 jest wieksza od 0,05, co oznacza nieistotno$¢ roéznicy $rednich. Widoczne w formule adresy
komorek A24 i B20 sg zwiazane z dlugosciami badanych serii

Fig. 1. Part of MS Excel spreadsheet with the Student t test applied to the series contained in the
columns A and B. The p-value is given as final result, since the obtained value 0.2 is greater than
the standard significance level 0.05, the series can’t be treated as different

Rozklad wyktadniczy

Dobowe opady charakteryzuja si¢ wyrazng dodatnia sko$noscia. Mozna jednak
powiedzie¢ wigcej, poda¢ ksztalt rozktadu, jakiemu podlegaja. Otéz z dobrym
przyblizeniem jest to rozktad wykladniczy (rys. 2). W takiej sytuacji mozna si¢
spodziewad, ze zlogarytmowanie liczbowych warto$ci opadu (milimetréw loga-
rytmowaé nie mozna) da zmienng losowg o rozkiadzie normalnym (rys. 3).
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Rys. 2. Histogram dobowych sum opadéw cieklych w Krakowie (1863-2008). Do histogramu dopaso-

wano rozklad wyktadniczy. Stupek >20 mm zawiera wszystkie wyzsze opady
Fig. 2. Histogram of the daily liquid precipitation in Krakow (1863-2008). The exponential distribu-

s fitted to the histogram. The last rectangle contain all values >20 mm
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Rys. 3. Histogram opadéw (jak na rys. 2) po zlogarytmowaniu (log dziesietny, warto$¢ O to 1 mm
prawej strony rozkladu

opadu). Do histogramu dopasowano rozktad n

1, after log transformation (log,, so 0 means 1 mm).
sult, especially if the right side is considered
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Fig. 3. Histogram of the data as in Fig. 2, howev
The Gaussian curve is fitted, with good r
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Zgodno$¢ danych prezentowanych na rys. 2 z modelem wykladniczym zaburza
zbyt duza liczebno$¢ najnizszych opadéw (stupek histogramu 0-1 mm). Widoczne
jest to tez na rys. 3, gdzie dwa pierwsze stupki sg wyraznie za wysokie wzgledem
dopasowanej krzywej Gaussa. Warto zauwazy¢, ze proponowany czesto do opisu
opadu model rozkladu gamma (Wilks, 2006) nie bedzie lepszy w tej sytuacji, gdyz
wtlasnie rozklad wykladniczy, bedacy jego skrajnym przypadkiem, daje najwicksze
prawdopodobienstwo zerowego (bardzo niskiego) opadu.

Przeksztalcenie Boxa-Coxa

Tytulowe przeksztalcenie, ogélniejsze od zwyktego logarytmowania zmiennej,
pozwala w wielu przypadkach efektywnie przetransformowac zmienng o sko$nym
rozkltadzie w zmienna normalng. To potegowe przeksztalcenie ma wzglednie pro-
stg postac:

y=(@*-1)/x

gdzie A jest dobieranym parametrem przeksztalcenia, w zakresie mniej wiecej od
-0,5 do 0,5.

Wartoé¢ A = 0 jest tu oczywiscie niedopuszczalna, jednak dla zachowania
ciaglodci przeksztalcenie definiuje si¢ je wtedy jako logarytmiczne:

y = log(x).

W kazdym przypadku wartoéci transformowane musza by¢ dodatnie; x>0.

Na rysunku 4 widoczna jest formuta przeksztalcenia Boxa-Coxa wpisana do
arkusza Excela. Parametr A, z ktérego korzysta si¢ w formule, jest wpisany do
komorki B1. W formule przeliczajacej oryginalne wartosci zawarte w kolumnie
A nalezy zwréci¢ uwage na znak $ zapewniajacy poprawne odwolywanie sie do
parametru A. W przypadku przeksztalcenia logarytmicznego formula jest prostsza
i nie wymaga parametru: =LN(A2). Dla kwestii sko$noéci nie ma znaczenia,
jakiego logarytmu sie uzywa.

Warto$¢ A mozna dobraé eksperymentalnie. Nieco bardziej zlozona formuta:

=JEZELI(B$1=0;LOG(A2);(POTEGA ($A2;B$1)-1)/B$1)

»obstuguje” tez przypadek A = 0. W komoérce wpisywaé nalezy rézne wartosci
z przedziatu od -0,5 do 0,5 i obserwowaé wspolczynnik sko$noéci danych prze-
ksztatconych (na rys. 4 formuta =SKOSNOSC(B2:B15) jest umieszczona w wier-
szu 17). Zwykle doé¢ szybko osiaga si¢ zadowalajaco niska wartoé¢ y,. Na rysunku
4 v, = -0,006 osiagnieto przy A = 0,15.

Wracajac do zagadnienia poréwnywania $rednich, trzeba podkredli¢, ze do obu
serii danych trzeba zastosowaé to samo przeksztalcenie Boxa-Coxa, przy tym
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samym A. Tak wigc trzeba znalez¢ takie A, ktére daje zadowalajaco niskie y, dla
obu serii. Oczywiscie nie nalezy w celu poszukiwania y, faczy¢ serii. Bytoby to
zaprzeczeniem idei badania zgodno$ci $rednich, gdyz wymagaloby zalozenia, ze
sg one réwne.

£ =(POTEGA[AZ:B$1)-11/B51
A B
0.15
77238
11.9] 2.999
11.3] 2.923
453] 5.145
7.4| 233
8.6| 2.547
191 3.713
14.4| 3.282
10 8.9 2.581
11 7.9 2.419
12 1.2| 0.185
13 8.4 25
14 2.1] 0.785
15 5.4 2.134

00| =4 | 00| (M| b | QD | D —

4u]

17 | 2675 -0.006

Rys. 4. Przeksztalcenie Boxa-Coxa w arkuszu MS Excel. W kolumnie A znajduja sie¢ przykladowe
dobowe dane opadowe, w kolumnie B przeksztatcone. Wartos¢ A wpisuje si¢ do komorki B1, a w komérce
B17 obserwuje si¢ uzyskany wspotczynnik skosnosci (formuta: =SKOSNOSC(B2:B15) )

Fig. 4. The Box-Cox transform in MS Excel spreadsheet. The raw data fill the column A, while in B
there are transformed ones. The trial values of parameter A are in cell B1, and the resulting skewness
coefficient values can be observed in B17

W podobny sposéb, jak to jest pokazane na rys. 4, w arkuszu trzeba umiescié¢
drugg serie opadowg i przeksztalcaé ja za pomoca takiego samego przeksztalcenia,
odwolujacego sie ,,po lambde” do tej samej komérki B1 (ktéra mozna adresowaé
jako $B$1, wtedy bedzie mozna calg formule swobodnie kopiowac).

Po znalezieniu wtasciwej wartosci A przeksztalcenia Boxa-Coxa obie przeksztat-
cone serie poddaje sie standardowemu testowi t. Test Studenta oczywiscie mozna
wpisa¢ do arkusza przed przystgpieniem do dobierania A, trzeba jednak pamietac,
ze logiczna kolejno$¢ jest nastepujaca: najpierw przeksztalci¢ zmienne tak, aby
mialy rozktad zblizony do normalnego (y, bliskie zeru), a potem testowa¢ testem
wymagajacym normalnosci.

Na rysunku 5 widoczny jest przykiad realizacji zadania poréwnania $rednich
opadowych przy 21 typach cyrkulacji atmosferycznej. Dane oryginalne umieszczone
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sa w kolumnach od A do U, w wierszach od 11. W kolumnach od X do AQ, w wier-
szach od 11 znajdujg sie dane przeksztalcone wedlug formuly (zapis dla komoérki
W11):

=JEZELI($V$2=0;LOG(A11); (POTEGA (A11;$V$2)-1)/$V$2)

gdzie komoérka V2 zawiera dobierana warto$¢ wspoéiczynnika transformacji Boxa-
-Coxa (warto$¢ O jest dopuszczalna). W wierszu 2 znajdujg sie $rednie obliczone
w serii przeksztatlconych danych, nizej odchylenia standardowe, dalej liczebno$ci
serii i odchylenia standardowe $rednich (formula w komérce W5: =W3/PIER-
WIASTEK(W4) ). Wiersz 7 zawiera wspolczynniki skosnosci, wiersz 8 zawiera
warto$ci z wiersza 7 pomnozone przez liczebnosci serii (wiersz 4), czyli wazone
wspolczynniki sko$nosci. Wiersz 9 zawiera niepewnosci wspdtczynnikéow skosno-
éci, formuta w komoérce W9:

=PIERWIASTEK (6/W4)

Optymalizacja przeksztalcenia Boxa-Coxa polega na szukaniu wartosci A
minimalizujacej $rednia wazonych wspoélczynnikéow skosnosci (V8). Trzeba
podkresli¢, ze warto$¢ 0,887, widoczna na rys. 5, wskazuje na bardzo mata $rednia
sko$nos¢, gdyz wazone wartosci skosnosci, jak wida¢ z rysunku, osiagajg wartosci
rzedu 100. Na rysunku 6 widoczne sg $rednie opady po przeksztalceniu, ktére
pozwala interpretowa¢ stupki bledéw zgodnie z rozktadem normalnym. Warto
przypomnie¢, ze w przypadku stykania si¢ zakreséw bledéw 1o (przypadek Ec
i SEc na rys. 6) p-warto$¢ testu réwnosci $rednich, przy podobnych wartosciach
obu ¢, wynosi 0,16.

s[Tlul v [ w | x| ¥ | Z |AM[AB| AC [AD|AE[AF [AG[AH [ Al | AJ | AK| AL | AM | AN | AD | AP \AQ
s |5 |BR Ma |MNEa |Ea SEa|Sa [SWaWa |[NWaCa |Ka |Nc |NEc |Ec |SEc |Sc |SWc/Wc |NWc/Cc |Bc

0.07| 0.04/0.44| -0.08) -0.1/0.14/007| -0.04| -0/ -0.3/0.02/1.14[1.13/0.77/ 0.61/0.35/ 0.46| 0.521/0.51] 1.32| 0.953 045

1.42]153] 1.47/1.351.42[1.33[1.257(1.37(1.33[ 1.41/1.73[ 1.78/1.55| 1.51.41/1.37|1.378[ 1.43|1.42[ 1.543 1 53

328| 293| 289 241| 208 288| 1390 700| 51| 698 515| 404 379 432| 537 953| 2356(1027| 214| 1821| 240

0.08/0.09 0.086 0.09) 0.1 0.08 0.034 0.05 019/ 0.05 0.08 0.0 0.08 0.07/0.06 0.04 0.025 004 0.1/ 0036 0.1

0.26/0.29| 0.42/062/0.31/0.29/0.116/0.21|0.46/0.24| -0.1| -0.2| -0.1) -0.1| -0.1| -0.1] -0.17|0.07| 0.3| -0.2/0.058
0.887| 86.1/83.68| 121.3| 151|65.4|83.3) 161.9| 150/ 23.3| 169| -41|-100| -38| -33| -36| -71| -411|69.8| -72| -356/12.7
014/0.14| 0.144/0.16/ 017 014 0.066 0.03/0.34/ 0.09 0.11/ 012|013 012|0.11|0.08 0.05 0.08 0.17) 0.057 | 0.16

0.1 0.1) 01 =2.13[ 21| -2.43] 21| 21| -2.1[ 213 -2.4[ -2.1] -2.1] 24| -2.4[ -21] -2.4( -2.1] -2.1] -213] -2.1] -2.1] -2.13] -2.1
0.1] 0.1] 01 =2.13[ -2.1] -243] -2.1] 21| -2.1] -2.13] 2.14] -2.1] -2.1] -22.4] -2.4] -2.1] 24| -2.1] -2.1] -243] -2.1] -2.4] -2.13] -2.1

Rys. 5. Fragment arkusza MS Excel zawierajacego 21 serii opadowych o réznych dtugosciach, od 51 do
2356, przeksztalconych w celu minimalizacji $redniej wazonej skosnosci. Opis uktadu arkusza i uzytych
formut znajduje si¢ w tekscie

Fig. 5. Part of MS Excel spreadsheet containing 21 precipitation series of length ranging from 51 to
2356. Data are transformed to obtain the minimal value of the weighted average skewness coefficient
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Rys. 6. Wykres $rednich wartosci opadu (w umownej skali) w zalezno$ci od typu cyrkulacji atmos-

ferycznej. Dane po przeksztalceniu Boxa-Coxa maja rozklady bliskie normalnym, co pozwala inter-

pretowac zakresy odchylen standardowych $rednich w naturalny sposéb, jako 68% przedzialy ufnosci.
Wykres ilustruje wartosci z wierszy 2 i 5 arkusza widocznego na rys. 5

Fig. 6. Plot of average precipitation (relative scale) versus circulation type. Data are Box-Cox trans-

formed and are almost normally distributed. As a result the typical interpretation can be attached to

the 1o error bars, connected with the normal distribution (68% confidence level). Plotted values are
taken from the raw 2 and 5 of spreadsheet in Fig. 5

Test serii Walda-Wolfowitza

Przed przystapieniem do omoéwienia tytulowego testu zgodnosci konieczna
jest uwaga na temat pewnej typowej wiasciwosci danych opadowych. Otéz ze
wzgledu na skonczong dokladno$¢ pomiaru czeste sa wartosci 0,1 mm, 0,2 mm
itd., co zilustrowano w tab. 1.

Nie wchodzac w zagadnienie rozkiadu tych wartosci, ktére — jak widaé z tabeli
— mogloby by¢ ztozone, trzeba zwroéci¢ uwage, ze wskazane zjawisko grupowania
si¢ wielu wynikéw pomiaréw konkretnych wartosciach jest krytyczne dla testu
serii (ang. Wald-Wolfowitz runs test), ktdry jest uniwersalnym rozwiazaniem zagad-
nienia poréwnywania dwoch zestawow liczb pod wzgledem wartosci. Problem ten
ma charakter numeryczny, obliczeniowy. Otéz zakladajac, ze znaczaca czes$¢ wyni-
kéw w dwoch zestawach ma identyczne warto$ci, widzimy, Ze test serii jest nara-
zony na przypadkowe zgrupowanie wszystkich identycznych wartosci w zaledwie
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dwie serie (odpowiadajace dwoém zestawom danych), co znaczaco wplynetoby na
wynik testu. Problem ten mozna latwo rozwiazaé, dodajac do wartosci pomiaro-
wych mata warto$¢ losowa, rzedu np. 1% wartosci oryginalnej. Ze wzgledéw
numerycznych mogtoby to nawet by¢ zaledwie 0,001%, a nawet mniej. W praktyce
jednak pojawia sie tu nastepne niebezpieczenstwo. Ot6z zdarza sie, ze w wyniku
przeliczen w seriach danych wystepuja licznie grupy ,,nieréwnych wartosci”, np.
0,12. Nie mozna wykluczy¢, ze z jakich$ wzgledéw jeden zestaw danych zawiera
duzo wartosci 0,1, a drugi ,,zaczyna sie” od 0,12, podczas gdy oczywiscie nie ma
to takiego sensu, zZe najnizszy opad byl w drugim zestawie o 20% wyzszy od
najnizszego opadu w zestawie pierwszym.

Tabela 1. Liczebno$¢ najnizszych wartosci sum dobowych opadéw. Dane dotycza opadu cieklego,
catkowita liczba dni z opadem wynosi 13695

Table 1. Number of repeats of a few lowest values of precipitation in the series of 13695 daily liquid

precipitation
Opad [mm] N
0,1 1049
0,2 1035
0,3 532
0,4 724
0,5 396
0,6 566
0,7 274
0,8 392
0,9 262

Test mozna wykona¢ w arkuszu MS Excel, co jest zilustrowane na rys. 7. Dwie
serie opadowe umieszczone sa w kolumnach A i B. W kolumnie C i E wykonano
dodawanie matlej liczby losowej, za pomoca formutly:

=ZAOKR(A1;1)*(0.995+0.01*LOS())

Funkcja zaokraglajaca do jednego miejsca po przecinku ma zabezpieczy¢ ana-
lize przed przypadkiem wystapienia drobnych réznic bedacych skutkiem przeliczen.
Funkcja LOS generuje liczbe losowa o rozkladzie réwnomiernym z przedziatu od
0 do 1. Przeksztalcenie liniowe wartoéci LOS zapewnia symetryczne dodanie lub
odjecie liczby nieprzekraczajacej 1% oryginalnej warto$ci. Stosowanie funkcji LOS
ma pewng specyfike, o ktoérej trzeba tu pamiegta¢. Otéz jak kazda inna funkcja
przelicza sie ona automatycznie przy kazdej operacji w arkuszu, jednak w przy-
padku tej funkcji za kazdym razem otrzymuje sie¢ inny wynik. Dlatego nalezy
wykonaé operacje skopiowania szeregdw i operacje ,wklej specjalnie” jako ,war-
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toéci”. W kolumnach D i F sa wpisane identyfikatory serii. Pary kolumn C i D
oraz E i F zostaly skopiowane do kolumn G i H, jedna pod druga, po czym para
kolumn G i H zostala posortowana. W komoérce 12 znajduje sie formuta:

=JEZELI(H1<>H2;1;0)

przeciagnieta do konca podwojnej serii w kolumnie H. Suma liczb z kolumny
I daje liczbe serii. Suma ta znajduje si¢ w komoérce K1. W komérkach K2 i K3
podane sg liczebnosci serii, konieczne do wykonania testu statystycznego. Ocze-
kiwana warto$¢ liczby serii jest obliczona w komoérce K4, odpowiednia formuta
ma postac:

=2*K2*K3/(K2+K3) +1
W komoérce K5 obliczona jest dyspersja (o) liczby serii:
=PIERWIASTEK ((K4-1)*(K4-2)/(K2+K3-1))
pozwalajaca obliczy¢ liczbe z o rozkladzie unormowanym normalnym
= (K1-K4) /K5

ktéra sama wiele méwi. Latwo jednak obliczy¢ odpowiednie (jednostronne) praw-
dopodobienstwo:

=ROZKLAD.NORMALNY.S(K6)

by zakonczy¢ procedure prostag odpowiedzia na pytanie o zgodno$¢ $rednich
w seriach A i B:

=K7>0,05

Trzeba pamigtad, ze test serii w zasadzie jest testem zgodnosci rozkladéw,
a nie testem réwnosci $rednich. Mozna sobie np. wyobrazi¢ nieco abstrakcyjna
sytuacje, gdy jeden zestaw danych skiada si¢ wylacznie z wartosci 3, a drugi
z wartosdci 2 i 4 w réwnej liczbie. Srednie sa wtedy takie same (réwne 3), a serie
beda tylko trzy (BBBBBAAAAAAABBBBB), co nawet przy malej liczebnosci danych
bedzie skutkowalo skrajnie niska warto$cia p, wskazujacg na konieczno$¢ odrzu-
cenia hipotezy o zgodnosci rozkiadéw, podczas gdy $rednie sa réwne. Jednak
w przypadku opadéw rozkiady sa zwykle podobne (co do postaci) i roéznia sie
tylko gtéwnym parametrem, czyli $rednia.
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KB v A =K7:0.05

A [ B | B o] E | F | & | HI| 1 | J | K |
1 | 205 651 2045113 | A |B5.15744| B |B0.9E731| A k= 3983
2 | 200 592 1999935 | A [59.32073| B |B5.15744| B 1 nA= 3536
3 | 181|535 1804987 | A |5342975| B |62.89063 | A 1 nB= 4393
4 | 165|461 1658876 | A (4613695 B |59.32073| B 1 mi= 3919.2
5 | 152|442 1526109 | A 4426572 B |55.47634 | A 1 sigma= | 44.0
G | 138|399 1382785 | A (4008144 B |5342975| B 1 = 1.45
7 | 137 /388 1376306 | A (3869729 B 4947532 A 1 p= | 0.926518
B | 134 (368 133315 | A (3680492 B [46.13695| B 1 s’rA:érEIZIF'RAWDA!
9 | 132 |33 1321529 | A (3514337 B [45.20143| A 1
10 | 131 [35.2| 1309843 | A |35.04243] B 4426572 | B 1
11 | 126 [33.4| 1257474 | A |3354102] B | 44.00619| B 0
12 | 125 [328| 1251223 | A |3278176] B 4054981 A 1
4390 0.1 00024 | B [ 120314 | B [
4391 0.1 010045 1 B | 120303 | B 0
4392 0.1 009953 | B | 1.20300 | B 0
4393 0.1 010000 | B | 1.20298 | B 0
4394 120294 | A 1

Rys. 7. Test serii wykonany na przykladzie opadu cieklego w okresie wiosny (A) i jesieni (B).
Opis arkusza znajduje si¢ w tekscie
Fig. 7. The series test as comparing the spring (A) and the autumn (B) precipitation

Test sumy rang U Manna-Whitney’a

Test poréwnawczy dwoch serii pomiarowych oparty na statystyce U Manna-
-Whitney’a jest podobny do oméwionego wczeéniej testu serii. Jednak w tym
przypadku statystyka testowa jest nie liczba serii, ktéra przy braku réznic w opa-
dach nie moze by¢ zbyt mata, lecz suma tzw. rang, ktéra nie powinna by¢ zbyt
mala ani zbyt duza.

Sposéb obliczania statystyki testowej, a wiec i sens rang ilustruje arkusz Excela
przedstawiony na rys. 8. W kolumnach A i C umieszczone sa dwie serie opadowe
A i B. W kolumnach E i F serie te zostaly wpisane jedna pod druga, z zachowa-
niem znacznika serii (A i B). Kolumny G i H ilustruja wynik sortowania kolumn
E i E Kolumna I zawiera kolejne liczby naturalne, a wigc rangi serii. Kolumna ]
zawiera rangi wylacznie dla jednej z serii (obojetne ktérej). Formuta obliczajaca
te kolumne widoczna jest na rysunku. Liczba R (komoérka ]J27) to suma rang
( =SUMA(J1:J25) ). Liczba U otrzymana wedlug formuly: =J27-0,5%15*(15+1)
jest tytulowym wynikiem testu. Warto$¢ 15 w tej formule to liczebno$¢ serii,
ktérej rangi zsumowano (liczba R). Liczbe U mozna przeksztalci¢ liniowo na liczbe
Z, ktoéra podlega rozkladowi normalnemu unormowanemu, formuta zawierajaca
warto$¢ oczekiwang U i jej dyspersje jest nastepujaca:

= (K27-0,5%15*10)/PIERWIASTEK (15*10*(15+10+1)/12)
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gdzie liczby 151 10 to liczebno$¢ serii, oczywiscie rozne w réznych przypadkach,
a liczba 12 jest statg (podobnie jak 0,5).

Test sumy rang Manna-Whitney’a poréwnujacy opad ciekly w okresie wiosny
i jesieni dal wynik Z = 0,4, co daje p = 0,33 w zadnym wypadku niewskazujace
na réznice w seriach.

J1 v fe =JEZELIH1="A"I1;0)
A Bl c|D]lEJF] 6 [HIIFSEI K] L

(1| 175A | 54B | 178A 06 B ] )

2| 29A [ 112B 29 A 18 B 200

' 3| s53A | 0BB 5.4 A 29 A 3 3

4| 1062 A 1558 1062 A 41 A 4 4

5| 49A | 188B 4.9 A 42 B 5 0

6| s50A  3B1B 5.0 A 49 A B 6

(7| a1]a [177]B 42 A 5.0 A 7l 7

8| 92A | 42B 9.2 A 53 A 8 8

9| 213A [251B | 213[A 54 B 9 0

10| 144 A [ 189B | 144A 92A 10 10

11| 158A 158 A 97 A 1 1

12| 14.3A 143 A 1128 [12] O

13| 206 A 206 A 124[A  [13] 13

14| 12.4A 12.4 A 143A 14 14

15 97 A 9.7 A 144 A 15 15

16 | 54 B 1558 16 D

|17 ] 11.2/B 158[a  [17] 17

18| 068 175A 18 18

19| 155/B 177B (18 O

20| 18B 18968 20 O

21| 36.1/B 206A 21 21

22| 1778 213A | 22| 2

23] 428 2518 23] O

| 24 | 251B FIB 24 O

25| 189 B 106.2A 25 25

26 | R U Z
|27 ] 194 74| -0.055

Rys. 8. Arkusz MS Excel zawierajacy test Manna-Whitney’a poréwnujacy dwie przykladowe serie opa-

dowe. Dla jasnosci arkusza serie sg krétkie, o liczebnosci odpowiednio 15 i 10. Wynikiem testu jest

tu liczba Z o rozkladzie normalnym unormowanym, dla ktérej latwo otrzymaé p-warto$¢. Formuly
zawarte w arkuszu podane sg w tekscie

Fig. 8. MS Excel spreadsheet with the Mann-Whitney test as comparing two short exemplary data
series. The standard normal Z value is given as the final calculation result

Test Kolmogorowa-Smirnowa

Srednia (wlasciwie warto$¢ oczekiwana) to parametr rozkladu zmiennej
losowej. Mozna powiedzie¢, ze jest to najwazniejszy parametr. Tak wiec do
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poréwnywania $rednich mozna oczywiscie uzy¢ testu zgodnosci dwoch rozktadéw
prawdopodobienstwa, przy czym chodzi tu o rozklady empiryczne, otrzymane
z danych. Test Kolmogorowa-Smirnowa jest bardzo intuicyjnym testem zgodnosci.
Polega on na sprawdzeniu, czy maksymalna rozbiezno$¢ krzywych kumulacyjnych
nie jest za duza.

Ponizszy opis procedury zaimplementowanej w arkuszu MS przypomni poje-
cie empirycznej krzywej kumulacyjnej (dystrybuanty empirycznej).

3 - A =C2+1/A52
Al B ples b | E|] F | 6 [ H [ 0 | J [ k [ L |

L1 A B Akum |B kum |D kryt (alfa=0.05)

| 2 | 4393 3536 0 0/ 0.0307

'3 | 01 0.[00002] 0.0003

| 4 | 01 0100005 0.0006

| 5 | 01 0.1/00007| 0.0008

| 8 | 01 0100003 00011 1 [——

| 7 | 01 0100011 00014

| 8 | 01 o071/ 00014] 00017

|9 | 01 01/ 00016 0002 A

10 [ 01 01/00018) 0.0023 09 77

11| 01 01/ 0002 00025

|12 | 01| 01]00023] 0.0028

|13 | 01| 01]00025 00031

|14 | 01| 0.1]00027| 0.0034

15 | 04 0.1 0003 00037 0.8

|16 | 01| 01/00032) 0004

|17 | 01 0.1/00034] 0.0042

|18 | 01| 0100036 0.0045

|13 | 01 0.1/ 00033 0.0048 0.7

20 | 041 0.1 0.0041] 0.0051 g

| 21| 01 0100043 00054 0.0 l 10.0 200 300 400

22 | 04 0.4 00048 0.0057 I I |

Rys. 9. Test Kolmogorowa-Smirnowa wykonany w arkuszu MS Excel za pomocg elementarnych formutl.
Poréwnane sa serie opadu cieklego, wiosennej z jesienna. Brak réznic

Fig. 9. The Kolmogorov-Smirnov test in MS Excel spreadsheet. It is apparent that there is no sig-
nificant difference between the winter and autumn precipitation series

Wkopiujmy dwie serie danych A i B do kolumny A i B Excela (rys. 9), zaczy-
najac od trzeciego wiersza. Serie nalezy posortowaé rosnaco (kazda kolumne
osobno). W drugim wierszu wpiszmy liczebno$ci tych serii (na rys. 9 sa to war-
todci 4393 i 3536). Opis zamieszczony w pierwszym wierszu oczywiscie nie jest
konieczny, jest jednak zalecany. W komoérkach C2 i D2 wpiszmy zera, ktére beda
poczatkowymi warto$ciami krzywych kumulacyjnych. Nastepnie w komoérce C3
nalezy wpisa¢ formule (widoczng na rysunku):

=C2+1/A%$2

w ktorej znak dolara oznacza stale adresowanie komorki zawierajacej liczebnos¢
serii. Formutla ta, po skopiowaniu w dét tak daleko, ile jest danych w serii A,
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obliczy krzywa kumulacyjna. Ostatnia wartoscia powinno by¢ 1. Analogicznie
postepujemy w przypadku serii B, w komoérce D3 wpisujemy:

=D2+1/B$2

(mozna skopiowac z C3, lecz ze skorygowaniem adresu liczebnosci serii).

Krzywe kumulacyjne nalezy wykresli¢, uzywajac wykresu XY (punktowego).
Wykonuje sie to zaznaczajac dane z kolumn A i C (od wiersza 3) i wybierajac
odpowiedni wykres. Nieco trudniejsze jest dodanie do otrzymanego wykresu serii
B. Klikajac prawym klawiszem myszki na marginesie wykresu, nalezy wybraé opcje
»,Dane zrédlowe”, nastepnie w otrzymanym oknie, na karcie ,,Serie” nalezy doda¢
nowa serie i wybra¢ dla niej dane z kolumn B i D.

Otrzymany wykres dystrybuant empirycznych moze mie¢ duza warto$¢ poznaw-
cza. By zakonczyc¢ test, trzeba obliczy¢ warto$¢ krytyczng statystyki D, , Kotmo-
gorowa-Smirnowa, co mozna wykonaé w ktérejkolwiek komoérce; na rys. 9 jest to
komoérka E2. Formutla jest nastepujaca:

=1,36/PIERWIASTEK (A2*B2/(A2+B2))

Liczba 1,36 odpowiada poziomowi istotnosci a = 0,05. Wzér ten zasadniczo
wazny jest dla liczebnosci danych nie mniejszych od 35, jesli jednak wynik testu
nie bedzie ,na granicy”, to nie trzeba tego wymogu traktowaé krytycznie.

Odczyt wyniku testu polega na sprawdzeniu na wykresie, czy jest takie miej-
sce (warto$¢ opadu), gdzie rozbiezno$¢ krzywych kumulacyjnych bytaby wieksza
od wartosci obliczonej w komérce G2 (na rys. jest to 0,0307).

Na rysunku 9 najwieksza odleglo$¢ dystrybuant wystepuje w przypadku opadu
ok. 9 mm. Wida¢ wyraznie, ze w zadnym wypadku nie jest ona jednak wieksza
od 0,0307, gdyz wynosi ok. 0,02. Powiekszajac wykres, mozna statystyke D odczy-
ta¢ z wystarczajaca doktadnoscia. Tak wiec serie A i B, opady w jesieni i na wio-
sne, nie réznia sie $rednimi, nie ro6znig sie tez rozkiadami.

Whnioski

Na przyktadzie sekularnej serii obserwacji opadu w Krakowie rozpatrzono
zagadnienie testowania rownosci $rednich sum opadéw atmosferycznych. Opady,
ze wzgledu na wyrazng sko$no$¢ rozkladu, nie podlegaja standardowym procedu-
rom wymagajacym rozkiadu normalnego.

Zaproponowano trzy podejscia testowania istotnosci réznicy $rednich. Pierwsze
polega na nieliniowym przeksztalceniu obserwacji doprowadzajgcym rozkiad sko-
$ny do normalnego. Najczesciej bedzie to logarytmowanie, a ogélniej przeksztalce-
nie Boxa-Coxa. Drugie podejscie opiera sie na dwdéch nieco réznych testach, w kto-
rych sortuje sie ,,zmieszane” dwie serie pomiarowe, obserwujac, czy ,,wymieszaly
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sie” symetrycznie. W jednym tescie liczy sie serie, w drugim statystyka testowa
jest suma rang jednej z serii. Trzecie podejscie to standardowy test zgodnosci
rozktadéw Kolmogorowa-Smirnowa. W tym wypadku produktem dodatkowym jest
wykres dwoch krzywych kumulacyjnych (dystrybuant empirycznych). Statystyka
testowa D pozwala obliczy¢ p-warto$¢ testu, jednak oglad catych krzywych zwykle
wnosi dodatkowg wiedze, szczegdlnie w przypadku niezgodnosci rozktadéw serii.

Podejscie z przeksztalceniem Boxa-Coxa pozwala na stosowanie wielu stan-
dardowych procedur, w szczegdlnosci stosowanie wykreséw ze stupkami bledéw,
ktorych interpretacja moze by¢ wtedy zgodna z naturalnym zatozeniem, ze zakres
bledu jest 68% przedzialem ufnosci, jak to wynika z rozkladu normalnego.

Trzy, a wlasciwie cztery stosunkowo niezalezne podejécia stwarzaja pewien
klopot nadmiaru interpretacyjnego. Jezeli przyjaé, ze w zasadzie wynikiem testu
jest odpowiedz TAK/NIE dotyczaca zgodnosci srednich, to ostateczna decyzja jest
jasna jedynie w przypadku TAK, TAK, TAK, TAK, albo NIE, NIE, NIE, NIE. Kazda
inna, nie tak jednoznaczna sytuacja pozwala na rézne interpretacje.

Zbadanie mocy testéw statystycznych nie rozwiaze tej mozliwej niejednoznacz-
nosci, gdyz bedzie wymagato poczynienia konkretnych zalozen, co do rozktadéw
opadu, ktére zawsze sa tylko przyblizeniem rzeczywisto$ci. Nieuchronnie docho-
dzi sie tutaj, po wykonaniu $cistych obliczen, do obszaru wymagajacego zastoso-
wania intuicji i dos§wiadczenia.

W artykule przedstawiono jedynie sposéb praktycznej realizacji testéw z wyko-
rzystaniem arkusza kalkulacyjnego. Nie zajmowano si¢ precyzyjnymi sformuto-
waniami testéw i wzorami ,ukrytymi” w Excelu. Majac na uwadze konkretne
zastosowanie, takie postepowanie wydaje sie¢ uzasadnione. Niemniej jednak, ze
wzgledu na ze wszech miar stuszng zasade modwiaca, ze nie da sie skutecznie
dziata¢ w niestandardowym $rodowisku (jakim jest nauka) bez wiedzy podstawo-
wej, planowane jest uzupetnienie powyzszego tekstu.

Bedzie ono zawieralo oméwienie wspolczesnego paradygmatu wnioskowania
statystycznego na przykladzie danych klimatycznych.
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Streszczenie

W badaniach klimatologicznych czesto poréwnuje si¢ Srednie sumy opadéw w porach roku lub
typach cyrkulacji. Jednak nie zawsze dokonuje si¢ oceny istotnosci réznicy érednich sum. W pracy
zaproponowano dwa odmienne sposoby testowania istotnosci réznic srednich dobowych opadéw wraz
z podaniem przykladéw stosowania testow przy wykorzystaniu standardowych formut arkusza MS
Excel. Pierwszy ze sposobéw polega na transformacji danych za pomoca przeksztalcenia Boxa-Coxa.
Drugi natomiast opiera si¢ na zastosowaniu testow istotnosci niezaleznych od rozkladéw, tj. testu
serii Walda-Wolfowitza, testu sum rang U Manna-Whitneya i testu zgodnosci Kolmogorowa-Smirnowa.
Podane sg algorytmy realizacji wszystkich testow za pomoca standardowych formul arkusza MS Excel
(niezaleznych od wersji programu).

Stowa kluczowe: sumy opaddéw, rozklad prawdopodobienistwa, istotno$¢ statystyczna, test
statystyczny, przeksztalcenie Boxa-Coxa

Summary

In climate research it is frequent to search for the difference in precipitation in different circum-
stances. However, because of high skewness of the probability distributions of the daily precipitation
the standard statistical procedures, which assume normality are inappropriate here. Two approaches
to the problem are considered, the application of Box-Cox transform to get normal distribution, and
application of the standard distribution-independent tests. Namely the Wald-Wolfowitz, Mann-Whit-
ney U, and Kolmogorov-Smirnov tests are considered to be especially useful. The algorithms for all
tests are given to perform them in the standard MS Excel spreadsheet (practically independent on
the program version, with no use of Visual Basic).

Key words: precipitation totals, probability distribution, statistical significance, statistical
test, Box-Cox transform.



